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Die friiher im magnetfeldfreien Fall H=0 angewandte Niherungsmethode zur simultanen Berech-
nung der Verteilungsfunktionen von Elektronen und Phononen aus zwei gekoppelten Borrzmanx-
Gleichungen wird verbessert und auf den allgemeinen Fall H#0 erweitert. Unter Beriicksichtigung
der wesentlichen Streuprozesse fiir Elektronen und Phononen werden die isothermen und adiabati-
schen thermomagnetischen Effekte: transversale Thermokraft- und Wirmeleitfihigkeitsinderung und
Errinesmavsen—NEernst-Koeffizient als Funktion der Temperatur 7 und der magnetischen Feldstirke H
berechnet. Die Effekte hingen auBerdem von einem Kopplungsparameter 4 ab, der den Einflufl der
Phononen—Elektronen-Wechselwirkung auf die Abweichung der Gitterwellen vom thermischen Gleich-
gewicht angibt.

Die Ergebnisse werden fiir schwache und starke magnetische Felder explizit angegeben. Bei mitt-
leren Feldstdarken sind die Effekte bei verschiedenem relativem Einflull der einzelnen Streuprozesse
numerisch berechnet worden. Es ergibt sich, dal in schwachen Feldern die Vorzeichen der Effekte
vom Streumechanismus der Ladungstrager abhdngen. Im Bereich mittlerer Feldstdrken treten bei
gemischter Stofizeit Vorzeichenwechsel auf. In starken Feldern gehen Thermokraft und Wirmeleit-
fahigkeit gegen Sattigungswerte. Es betridgt z. B. — bei alleiniger Streuung der Ladungstriger an
den thermischen Gitterschwingungen — die maximale Anderug fiir den Gitteranteil der Thermokraft
13,2%. Der Ertinesnausen—Nernst-Koeffizient und die elektronische Wirmeleitfihigkeit verschwinden
in starken Feldern unabhdngig vom Streumechanismus (und vom Entartungsgrad). Dasselbe gilt fiir
die Differenzen zwischen isothermen und adiabatischen Effekten. Die Warmeleitfahigkeits-Korrektur,
die durch Streuung von Phononen an Elektronen verursacht wird und die bei tiefen Temperaturen
die Isolator-Gitterleitfadhigkeit meBbar reduzieren kann, zeigt eine dhnliche Feldstirkeabhédngigkeit
— Sittigung in starken Feldern — wie die Thermokraft.

Die bei 80 °K an reinem p-Germanium gemessene Feldstirkeabhidngigkeit der Thermokraftinde-
rung ist in guter Ubereinstimmung mit der Theorie, wenn die Entartung des oberen Valenzband-
Randes beriicksichtigt und ein einfacher isotroper Zweibandmechanismus — leichte und schwere

Lochelektronen — zugrunde gelegt wird.

In der konventionellen Brocuschen Theorie der
elektrischen Transporteigenschaften von nichtpolaren
Festkorpern wird die Abweichung der Gitterwellen
vom thermischen Gleichgewicht vernachldssigt. Die
isotherme elektrische Leitfahigkeit ergibt sich mit
dieser Voraussetzung so, als ob unabhangig von der
zeitweisen Beschleunigung der Elektronen durch das
dullere elektrische Feld und der dadurch induzierten
Anisotropie in der Geschwindigkeitsverteilung der
Elektronen das Gitter stets im Gleichgewicht wire.
An diese Voraussetzung fiir die Berechnung der elek-
trischen Leitfahigkeit kniipfte eine erste wesentliche
Kritik der Brocuschen Theorie. PeierLs ! wies schon
im Jahre 1930 darauf hin, daf} wegen der Interferenz-
bedingung { =f+q fiir die StoBprozesse Elektro-
nen — Phononen * (f Ausbreitungsvektor einer Elek-
tronenwelle, G Ausbreitungsvektor einer longitud.
Gitterwelle) das Gleichgewicht des Gitters beim elek-
trischen Stromdurchgang nur dann erhalten bleibt.
wenn der Energieaustausch unter den verschiedenen

I R. Peieres. Ann. Phys., Lpz. 4, 121 [1930].
* Umklapp-Prozesse diskutieren wir hier nicht.

Gitterschwingungen infolge der Anharmonizitdten
der Gitterkrafte das Gleichgewicht wesentlich rascher
wieder herstellt, als es durch StoBprozesse verloren
geht. Neben diesen Stoflprozessen kommt als weitere
Ursache fiir die Abweichung der Gitterwellen vom
Gleichgewicht ein Temperaturgradient in Frage, der
zur Untersuchung von Thermokraft und Wirmeleit-
Jahigkeit von auflen an den elektrischen Leiter gelegt
wird. Nach der Brocuschen Theorie ? darf die Kopp-
lung unter den Gitterwellen als so stark betrachtet
werden, daf} auch die durch ein Temperaturgefille
induzierte Abweichung der Gitterwellen vom Gleich-
gewicht klein ist und bei der Berechnung der thermo-
elektrischen Effekte im allgemeinen vernachlissigt
werden kann. Die elektronische Warmeleitfahigkeit
und die absolute Thermokraft sind dann ausschlief3-
lich auf die thermische Driftbewegung der Ladungs-
trager zuriickzufiihren, weil die Matrix-Elemente
und damit die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir
die Wechselwirkung Elektronen — Phononen nur von

2 <. H. SommerreLp u. H. Berne, Handb. d. Physik. Bd. 24, II,
Berlin 1933.
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der absoluten Differenz der Wellenvektoren f im
Anfangs- und {" im Endzustand abhingen. Die ther-
mischen Gitterwellen, deren Ausbreitungsvektoren
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in alle Kristall-
richtungen orientiert sind, streuen die Ladungs-
trager — wenn man dabei von deren Driftbewegung
absieht — isotrop. Die absolute differentielle Thermo-
kraft ist dann diejenige elektrische Feldstirke pro
“K, die nach dem Anlegen eines Temperaturgefilles
an einen elektrischen Leiter die thermische Drift-
bewegung der Ladungstriger wieder zum Stillstand
bringt.

Analog zur Vernachliassigung der Abweichung der
Gitterwellen vom thermischen Gleichgewicht in der
Brocuschen Theorie der elektrischen Leitfahigkeit

hat man bisher bei der Berechnung des Wirme-
stromes, der durch die Gitterwellen transportiert

wird, angenommen, daf} die Verteilungsfunktion der
Elektronen im Gleichgewicht ist.

Der Ansto} zu einer umfassenden Revision der
Theorie der Transporterscheinungen unter strenger
Berticksichtigung der Abweichung der Verteilungs-
funktionen von Elektronen und Gitterschwingungen
vom thermischen Gleichgewicht kam sowohl von der
experimentellen als auch von der theoretischen Seite
her. Experimentelle Untersuchungen von Freperixse?®
tiber die thermoelektrischen Eigenschaften von rei-
nem Germanium bei tiefen Temperaturen ergaben
eine starke Zunahme der differentiellen Thermokraft
mit abnehmender Temperatur. Die physikalische Ur-
sache dieses Effektes liegt darin, dal} infolge der Ab-

weichung der Gitterwellen vom Gleichgewicht — die
Gitterwellen laufen héufiger in Richtung des Tem-
peraturgefilles als umgekehrt — die Ladungstrager

bevorzugt in die negative Richtung des Temperatur-
gradienten gestreut werden. Die Anisotropie in der
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen StoBprozef}
vergréBert sowohl die Thermokraft als auch die elek-
tronische Warmeleitfahigkeit. Erstmals hat Herrine
die Thermokraft unter Beriicksichtigung der Abwei-
chung der Gitterwellen vom Gleichgewicht mit einer
einfachen Betrachtung tiber den Energietransport des
Gitters berechnet. SoNpDHEIMER ® zeigte einige Zeit

3 H. P. R. Freperikse, Phys. Rev. 91, 491 [1933].

4 C. Herring, Phys. Rev. 96, 1163 [1954] u. Intern. Kol-
loquium iiber Halbleiter und Phosphore, Garmisch-Parten-
kirchen 1956, Manuskript; L. Gurxsevich, J. Phys. (USSR)
9, 477 [1945] u. 10, 67 [1946] (Metalle).

5 E. H. Soxpuemver, Proc. Roy. Soc., Lond. 234, 391 [1956],
s. auch P.I. Price, Phys. Rev. 104, 1223 [1956] und D.
Dory, Z. Naturforschg. 12a. 739 [1957].
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spéter, dal} bei der Untersuchung der Effekte im
Rahmen der statistischen Mechanik die beiden sta-
tistischen Fundamentalgleichungen, die in erster Na-
herung ein gekoppeltes System von zwei linearen
Integralgleichungen fiir die Verteilungsfunktionen
von Elektronen und Phononen darstellen, aus Sym-
metriegriinden unter strenger Berlicksichtigung der
Abweichung beider Verteilungsfunktionen vom ther-
mischen Gleichgewicht gelost werden miissen. Im an-
deren Fall sind die Oxsacerschen Symmetriebezie-
hungen®, z. B. die beiden Kervin-Relationen, nicht
erfullt.

Eine geschlossene Auflosung der beiden Bovrz-
MANN-Gleichungen ist auch unter vereinfachenden
Annahmen — sphérische Energieflichen, isotrope
Stof3zeiten und Vernachldssigung der Dispersion der
Gitterwellen — weder fiir Metalle noch fir nicht-
polare Halbleiter moglich. Durch Reihenentwicklung
der gestorten Verteilungsfunktionen von Elektronen
und Phononen nach den Absolutbetrdagen der Wellen-
vektoren |f| bzw. |q| kann man die Borrzmasn-
Gleichungen simultan nach den Verteilungsfunktio-
nen auflosen. Fiir Metalle sind diese Untersuchungen
von Hanna und Sonpuemver 6 durchgefithrt worden.
Fir Halbleiter haben wir in einer fritheren Arbeit?
versucht, das simultane Gleichungssystem néherungs-
weise selbstkonsistent zu losen. Es ergibt sich sowohl
fiir Metalle als auch fiir Halbleiter eine kleinere
elektrische Leitfahigkeit als nach der Brocuschen
Theorie. Wahrend die Absolutbetrdge der Leitfahig-
keitsdnderungen bei Halbleitern unter optimalen Be-
dingungen nur in der GroBenordnung von 1% lie-
gen, konnen sie bei reinen Metallen im Bereich tiefer
Temperaturen wesentlich grofer sein.

Einfach zu behandeln ist der Grenzfall, in dem
die Streuung der thermischen Gitterwellen an den
elektrischen Ladungstragern einen vernachldssigbar
kleinen Einfluf} auf die gestorte Verteilungsfunktion
der Gitterwellen hat (kleine Ladungstrigerkonzen-
trationen, nicht zu tiefe Temperaturen). Dann wer-
den die Borrzmann-Gleichungen entkoppelt und die
Oxsacer-Beziehungen konnen in Strenge erfillt wer-
den. Dieser Grenzfall, in dem sich Thermokraft und

6 T.1. Haxya u. E. H. Soxpuemver, Proc. Roy. Soc., Lond. A
239, 247 [1957].

7 J. Arpgr, Z. Naturforschg. 12a, 410 [1957]; dhnliche Un-
tersuchungen wurden von J. E. Parror. Proc. Phys. Soc.,
Lond. 70, 590 [1957]. angestellt.
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elektronische Warmeleitfahigkeit additiv aus einem
elektronischen und einem .,Gitter“-Anteil zusammen-
setzen, ist nach unseren Untersuchungen z. B. dann
realisiert, wenn in kovalenten Halbleitern wie Ger-
manium oder Silicium die Konzentration der elek-
trischen Ladungstriger kleiner als 10 em™3 ist.
Dann geniigt das von HerrinG und uns gefundene
Ergebnis fiir die Thermokraft eines UberschuBhalb-
leiters

Q=0+ Q=" (2kT-0) - %

el T ug

der KeLvin-Beziehung Q = 11/T (/1 = Pevrier-Koeffi-
zient). Bei hoheren Ladungstragerkonzentrationen
wird die Wechselwirkung Elektronen — Phononen
mitbestimmend fiir die Abweichung der Gitterwellen
vom thermischen Gleichgewicht. Fiir diesen Fall
haben wir die Thermokraft und die Warmeleitfahig-
keit von nichtentarteten Halbleitern in Abhéngigkeit
von einem Kopplungsparameter

Ig i | 1. freie Elektronenweglénge,

/o~

1) | 1V freie Phononenweglange

berechnet, der den relativen Einflul} der Elektronen—
Phononen-Wechselwirkung auf die Abweichung der
Gitterwellen. vom thermischen Gleichgewicht angibt.
In der vorliegenden Arbeit wird diese Untersuchung
durch die Einbeziehung magnetischer Felder erwei-
tert. Dabei werden dieselben allgemeinen Voraus-
setzungen gemacht: sphirische Energieflichen, iso-
trope Stol3zeiten, elastische Stofle. Hinzu kommt, daf3
im Magnetfeld die Quantisierung der Elektronen-
bahnen vernachlassigt wird 8. Die Effekte werden fiir
Elektronen (Ladung e) berechnet. Bei der Ubertra-
gung der Ergebnisse auf Lochelektronen-Halbleiter
sind die bekannten Vorzeichenregeln anzuwenden.

In (I) werden unter Beschridnkung auf einen ge-
wissen /-Bereich die statistischen Fundamentalglei-
chungen simultan, ndherungsweise selbstkonsistent
gelost. In (II) werden mit den so berechneten ge-
storten Verteilungsfunktionen allgemeine Beziehun-
gen fir die isothermen und adiabatischen thermo-
magnetischen Effekte hergeleitet. Die Feldstarke-
abhingigkeit des Errincsnausen—Nerxst-Koeffizien-
ten und der Thermokraft wird fir schwache und
starke magnetische Felder analytisch formuliert. Fiir
mittlere Feldstirken haben wir bei verschiedenem

8 Den EinfluB der Bahnquantisierung auf die Fermische
Grenzenergie, die wesentlich den elektronischen Anteil Q.
der Thermokraft bestimmt, haben wir in einer friiheren
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Einflul} der einzelnen Streuprozesse fiir Elektronen
und Phononen die Effekte numerisch mit Hilfe einer
programmgesteuerten elektronischen Ziffernmaschine
(PERM Miinchen) berechnet. In (III) wird die
Warmeleitfahigkeit als Funktion von H und 7 unter-
sucht. Insbesondere wird der Unterschied zwischen
den adiabatischen und isothermen Effekten disku-
tiert.

I. Die statistischen Fundamentalgleichungen
und ihre Losungen

Zur Aufstellung der Fundamentalgleichungen ma-
chen wir die folgenden Annahmen iiber die Vertei-
lungsfunktionen und die Stofzeiten:

Die Verteilungsfunktionen von Elektronen und
Phononen sind fir nichtentartete, isotrope Halbleiter
im ungestorten Zustand durch die klassischen Grenz-
beziehungen der Fermi—Dirac- bzw. Bose—EixsTEIx-
Statistik gegeben:
—[(R¥2m®) K22 /KT . v kT,

’ 0 h ’
uy q

fo=e (1)
g und K sind die Absolutbetrage der Wellenvektoren
f(Ki,K;,K;) und q(qy.¢s.qs). Die Frrmische
Grenzenergie C ist auf den unteren Rand des Lei-
tungsbandes als Nullpunkt der Energieskala bezogen.

Als wesentliche Streuprozesse berticksichtigen wir
die Wechselwirkungen:

. 1 Phononen
Elektronen

4 lonisierte Storatome

+ Elektronen
Phononen

4 Phononen und Korngrenzen .

Die verschiedenen Stofizeiten sollen isotrop sein,
d. h. nur von  f! bzw. |q| abhingen. Atomare Stor-
stellen streuen bei tiefen Temperaturen die langen
Gitterwellen unwirksam.

Fir die im gestorten Zustand stationdren Vertei-
lungsfunktionen [ und N machen wir — unter der
Annahme, daf} ein elektrisches Feld und ein Tem-
peraturgradient in der z; —x,-Ebene liegen und ein
magnetisches Feld H in xj-Richtung eines kartesi-
schen Koordinatensystems (z,. 25, ¥3) orientiert
ist — den Ansatz:

Arbeit berechnet (J. Avrer, Z. Naturforschg. 11 a. 689
[1956]). s. auch P.T. Laxosserc, Proc. Phys. Soc., Lond.
71. 69 [1958].
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1 P . A\ [ of i o
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i ON\El /N \Ph.Ke N
JV:NO(], %—h L :: I)j(q) q]) (2})) (‘at)stuﬂ“(af)stnﬂ - ——(at)'l'(‘m]l ) (3 b)
\ Uo 4 j=1,2 /

Auf den rechten Seiten stehen die zeitlichen Ande-
rungen der Verteilungsfunktionen unter dem Einfluf}
auferer ,,Krafte*:

f und N ermitteln wir aus den beiden gekoppelten
Bovrrzmanx-Gleichungen:

RN R K20T eH

A : el e
B (,at )ma - om* kT 57 (e ¥ Tome T o T he Czil)Kj, (4a)
aN‘ o aN \'w aT qj " A : i a : )
-\ ot Jremp ar ™o L0 q Fy=Fi+ ¢ v (7') # (4b)
1 j=1,2 %% J

Bei doppeltem Vorzeichen ist das obere dem Index j=1 und das untere dem Index j=2 zugeordnet. Die
linken Seiten von (3 a,b) stellen die zeitlichen Anderungen von f und N infolge der genannten StoBprozesse
dar. Die beiden ersten Terme enthalten die Wechselwirkung Elektronen — Phononen. Sie sind unter Ver-
nachldssigung der Glieder von hoherer als erster Ordnung in den Stérfunktionen c¢;(K) und b;(q) fiir
elastische Stole gegeben durch:

2K
of\Pha /oK) NV K [p. b 3 2
(73}7)5(06— 2 Rl _] K3 / [¢;(K) —bi(q)] ¢*dgq, (5a)
“;“ a=h22m*kT.
ON\El e N i ) Y a
(3= w2 g [ BB 0K) — (@) KoK, (5b)
ql2

Fiir die anderen Sto-Terme auf der linken Seite
von (3a,b) machen wir die tblichen Annahmen.
Fir die Streuung der Elektronen an den ionisierten
Storatomen ist mit der freien Weglange {;={"K*
die zeitliche Anderung von f:

N _ o KK N g
<at/)5h)li_ 21;1[,([() .j_fj([\)K! (6)

Fir die Wechselwirkung von Phononen mit Phono-
nen und Korngrenzen ist die zeitliche Anderung
von NV:
AN\Ph.Kg u N "
= — j j - 7
(at,)sn,u 1) kT % i(9) i (7)
Dabei ist {'V die gemischte freie Wegldnge der lan-
gen Gitterwellen

(1)
1) _ ]Ph lKL!

= "
Ii’lz + lKg

. . . . .

l%li ist die mittlere freie Wegldnge (Phononen —
Phononen) derjenigen longitudinalen thermischen
Gitterschwingungen mit kleinen Ausbreitungsvekto-

ren (, die wesentlich fiir die Wechselwirkung mit
den Leitungselektronen in Frage kommen 7.

Einsetzen von (4) bis (7) in (3) fuhrt auf ein
gekoppeltes Gleichungssystem fiir die Storfunktio-
nen b;j(g) und ¢;(K). Im magnetfeldfreien Fall
H =0 haben wir frither zur simultanen Berechnung
von ¢; und b; als untere Grenze fiir die Integration
iiber | f|in (5b) den Wert O anstatt /2 eingesetzt.
Mit dieser Vernachldssigung konnten die Borrzmann-
Gleichungen fiir nichtentartete Halbleiter bei belie-
bigen Ladungstrager-Konzentrationen nach den Stér-
funktionen aufgelost werden. Dabei wurde jedoch
der Einflu}, den die Wechselwirkung Elektronen —
Phononen auf die Abweichung b,(q) der Gitterwel-
len vom Gleichgewicht — b;(q) wird durch Stof-
prozesse reduziert — und damit auf die Thermo-
kraft hat, tiberschatzt. Wir werden in dieser Arbeit
unter Beschrankung auf nicht zu stark dotierte Halb-
leiter, d. h. 2 < 1. die genannte Vernachldssigung
nicht machen und von nahezu selbstkonsistenten
Losungen ¢; und b; ausgehen. Nach (3) ist mit
KVa=yund g Va=z:
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2y
i / bi(z) Bdz—ValseFi y>—

(1]

ei(y) ==(y) !

2y
+ 7 #(y)
0

b;(z) = (Z/z /e"”"’c,-(y) ydy —

]9

Zur Abkiirzung ist gesetzt:
y4+/)’2 . z( ) ‘1/3 )

#(y) = (P +p) 2+ ys ¥yl = (P + 2212 o

i / bi(z) Bdz—Val,eFjry®—
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Rl oT

Va 2m* T 0x; y

1 k2l OT
Va 2m*T a-l'jil

Rugl) 9T\ /(22 [ \
e )

y"’] , (8 a)

(8b)

2]

nenkonzentration). Als Funktion der Temperatur
hat 2 ein Minimum, wenn [V in die GroBe der
Querdimensionen des Kristalles kommt. Das ist etwa

im Temperaturbereich des fliissigen Wasserstoffs der
Fall. Bei 20 °K ist mit (V' =0,1cm Z>1, wenn
n<10'% cm™? ist. Die Entartungskonzentration im
n-Ge betrédgt bei dieser Temperatur ~ 3101 cm™3.
Beschranken wir uns auf Halbleiter, in denen die
Konzentration der freien Ladungstrdger um eine
Grofienordnung unter der Entartungs-Konzentration
liegt, so ist fir die kovalenten Halbleiter Ge, Si und
InSb sicher 2# < 1. Dann konnen wir die Storfunk-
tionen b;(q) der thermischen Gitterwellen nach 1/x
entwickeln und finden mit (8 a.b):

Der Parameter (> =6 w/u; gibt den relativen Ein-
flull der beiden Streuprozesse fiir die elektrischen
Ladungstriger an, der Parameter y enthélt die ma-

/

gnetische Feldstirke H [Gauli]: y=3)a/4-1078
e H. Den Kopplungsparameter

s g 2kT Va o

k= w5 h g exp(—C/kT)
haben wir fiir n-Ge, n-Si und n-InSb berechnet. Es
ist z. B. fir n-Ge: 2~ 3,310 T/nl" (n = Elektro-

(). huwloT| . \\ﬁ z\r 22
bi(z) = T ozl = (\— 3) exp(—v ] )
28 - 2 N z\» : =
72exp(4> / exp(—y?) ¢j(y) ydy >_ <f /.) exp(~v i ), (8¢)
22 b=l '
. ’ 3 Ry (1) 0T h2l, 0T -
CJ".’/) = _Z(Z/) {Vl l#"eFi Y-+ uOT aij4+ ]il Qm"{PT ax;ld

2

+ ; / [exp (j) / exp(—y3) c;(y) ydy + *.12 s u"Tl(‘l“ Z:}} [i(— i)lrexp (— v 2:)}23 dz }
' 1 ; J

{ s =
0 2

i & ) m 2 . 3 4 -
i;'z(g/){l/alg.eF,-,ly-w Rul 9T 4 1 Rl 3T 5 8d)

T 0x;.y" Va 2m* T 0x; 4
1 huylh oT
2 T 3.1‘] 27

Diese Darstellungen der Storfunktionen ¢; und b;, die unter den eingangs genannten Voraussetzungen fir
/> (2/e)'" in Strenge giiltig sind, erlauben eine einfache physikalische Deutung der einzelnen Terme. In
(8 ¢) entspricht der erste Term von b; einer Abweichung der Gitterwellen vom Gleichgewicht, wie sie in
einem Isolator im stationdren Zustand vorhanden wire. Der zweite und dritte Term reduzieren diese Ab-
weichung durch Beriicksichtigung der Streuung von thermischen Gitterschwingungen an Elektronen. Beide
Terme verschwinden im lim 2 — ~, d. h. die Wechselwirkung Phononen — Elektronen hat keinen Einfluf}

2y

1
Az/

8

["Xp (i)/ exp(—y2)cjxi(y) y dy +

(- % exp (- Vf)'J:.z d:, .

1

»
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auf die b;(z). Es gibt noch einen zweiten Fall, in dem die b; nicht von den elektronischen Storfunktionen
c; abhingen. Dieses ist der Grenzfall y — «~ (starke magnetische Felder). Dann verschwinden die c;. sofern
kein elektrischer Strom flieBt. Aus diesem Grund sind auch hier, in gewisser Analogie zur Theorie der iso-
thermen galvanomagnetischen Effekte die Losungen der statistischen Fundamentalgleichungen in sehr star-
ken magnetischen Feldern wesentlich einfacher zu finden als bei mittleren Feldstirken oder im feldfreien
Fall H=0 (s. Anm.?). Im lim y — ~ werden unabhingig von 4 die Gln. (8 c.d) entkoppelt, so daf}
ohne Schwierigkeiten die exakten Beziehungen fiir die Storfunktionen ¢; und b; errechnet werden konnen.
Indessen ist bei endlichen y-Werten das Gleichungssystem im allgemeinen nicht exakt auflosbar, so dal
man auf Ndherungsmethoden angewiesen ist. Eine gute, wenn auch mit einigem numerischem Aufwand
verkniipfte Ndherungsannahme zur Auflésung von (8c. d) scheint uns, auf die Integralglieder. die ¢;(y)
enthalten, den ersten Mittelwertsatz anzuwenden:

2y oo N
: 2 [ 2 v 1 huyll 0T A | R 2
. (‘\p( ) /exp(—y-) ci(y) ydy + ; “(’,r - ‘h\—l (7, 2) 2 Mexp (— 4) dz (9)
il 1y V- n o - I B, 10T
= l. i) (@) fexp= ./76-\'10(~y') a)ydy+ , "5,
*_’_// "
Leow (y) = /(‘xp( r;):"* mdz

0

Im Spezialfall lim H — ~ gilt bei beliebigen /- und p-Werten im stromlosen Fall (9) mit den Gleichheits-
zeichen. In allen anderen Fillen stellt Gl. (9) eine gute Naherung dar, weil einerseits der erste Faktor
unter den Integralen sich nur wenig mit z dndert und andererseits die bummeng]ieder des zweiten Faktors
" exp(—v 22/4) ein ausgeprigtes Maximum bei z= [2(» +m)/r] haben.

Zur endgiiltigen Berechnung der ¢; iibertragen wir (9) mit m =3 auf (8d) und substituieren zur itera-
tiven Auflésung (8 d) auf der rechten Seite ¢;(y) durch ]1m ¢j(y) . Die dabei auftretenden Parameter-
Integrale werden mit K.'”' bezeichnet: =

~

K, — GXP(,;L‘,:}‘) / %(y) exp(—y?) y" tdy.

Die Integrale K. enthalten %(y) im Integranden. Wir beschrinken uns auf diesen ersten Integrations-
prozeB. Er liefert bereits ¢;(y) fiir den interessierenden /-Bereich mit guter Genauigkeit, weil fiir 2>1 die
Glieder unter der Summe wesentlich kleiner sind als die entsprechenden Driftglieder in der Storfunktion
nullter Ndherung lim ¢;(y). In dieser Storfunktion nullter Naherung ist bereits der Einflufl der Isolator-
Abweichung der Gitterwellen vom Gleichgewicht

Abb. 1. Schematische Darstellung
der gestorten Verteilungsfunktion
lim f(t) —— — — fiir H=0.

b G mmeeene

R, l(1) 0T
T al';

berticksichtigt [s. (8d)]. Die gestorte Verteilungsfunktion der Elektronen lim f(f) ist fiir H =0 schema-

A—>co

tisch in Abb. 1 dargestellt. Das Thermokraftfeld und der Temperaturgradient (37/3z;) i treiben die Elek-

tronen in entgegengesetzte Richtungen. Bei kleinen K-Werten resultiert eine Verschiebung der ungestorten

9 L. Goup u. L. M. Rorn, Phys. Rev. 103. 61 [1956] (Halbleiter) ; M. Kourer, Ann. Phys., Lpz. 38, 183 [1940] (Metalle).
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Verteilungsfunktion f, nach positiven K;-Werten, weil der Einflu des elektrischen Feldes iiberwiegt. Bei
groBen K-Werten verursacht der Temperaturgradient eine Verschiebung von f, nach negativen K,-Werten.

II. Transversale Thermokraftinderung und Ettingshausen—Nernst-Koeffizient

Die Forderung, dal} die Komponenten des elektrischen Stromes:

-2 e . 3
U= 322 hoks /fo(y) cily) y*dy
0

(10)

verschwinden, liefert zwei Gleichungen fiir die Feldstirkekomponenten F;" des elektrischen Feldes:

k

—ﬂ%KJ“vsoirF}de“—&):g:L; 25 (KD = 8p) + | (K® = 5y)

a T ug ’
Fp 0T [ 4 i g @_g)+* k,®_5) a1
}’axjil 377 Tug 0 2 P (Ko 3)|- (11)

Die Integrale K, haben denselben Integranden wie K, nur haben die untere Grenze und der Exponent
des Exponential-Faktors den Wert Null. Die S, und S, stellen Symbole der folgenden Summen von »=1

bis ~ dar:
Sy= ; > (f }) (K,®L,—»2K,® L),
Si= 3 X[~ KO -3 KOL),
= 5 23 KOL-2KOL),

Durch die Summen S, und S, wird der Einflull der
Phononen — Elektronen-Stole auf die Abweichung
der Gitterwellen vom Gleichgewicht beriicksichtigt.
In den Summengliedern sind Integrale L, enthalten,
die auf die Bildung der Stromkomponenten nach
(10) zuriickgehen:

L /z(y) L5l expl— %) i d.

0

Die L, enthalten %#(y) im Integranden.

Die Aufl6sung der Gln. (11) nach den Kompo-
nenten F," und F," des elektrischen Feldes ergibt die
gesuchten Groflen. Die absolute Thermokraft Q und
der ErrinesuauseN—NEernst-Koeffizient B sind defi-
niert durch:

ot T , T

7<F‘ EeTaxl)Q_ (F2 _eTa.r._,)_B (12)
or HorT 7
ox, ¢ 0x,

Die Definition des Ertincsnausen—Nernst-Koeffi-
zienten ist in der Literatur hinsichtlich der Vor-
zeichenvereinbarung nicht einheitlich. Wir haben uns
Wirsox 10 angeschlossen.

10 A. H. WiLson, The Theory of Metals, Cambridge 1953.

1 1\ .
Sl - 2 Z (_ }») (K‘lKS) Lll + K),(3) L")a
RS A
Si= 2 X (- }) KO L+KO L),

Bevor die Effekte im einzelnen untersucht werden,
erscheint es zweckmafig, den Unterschied zwischen
adiabatischen und isothermen Effekten zu diskutie-
ren. Die adiabatischen Effekte treten auf, wenn kein
Warmestrom in z,-Richtung (quer zum Kristallstab)
flieit, wahrend bei den isothermen Effekten in z,-
Richtung kein Temperaturgefille vorhanden ist. Ge-
messen werden Q) und B im allgemeinen unter Ver-
suchsbedingungen, bei denen sich der Kristallstab
im Hochvakuum befindet, so dall man wegen der
kleinen Wirmeableitung im Hochvakuum die adia-
batischen Effekte mifit. An Hand der GIn. (11) kann
sofort eine allgemeine Symmetriebeziehung fiir den
Zusammenhang zwischen adiabatischen (Index a)
und isothermen (Index i) Effekten hergeleitet wer-
den:

HoT /0T
Q=082 /T,

¢ 0x,/ 0x, (13)
B _B_LQHaT oT
I ¢ 9,/ 0wy

Danach braucht man nicht zwischen adiabatischen
und isothermen Effekten zu unterscheiden, wenn
(3T/3x,) /(3T /3x;) < 1 ist. Wie spiiter bei der Un-
tersuchung der Warmeleitfahigkeit von Halbleitern
gezeigt wird, ist zur Erfillung dieser Ungleichung
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nicht allein die Forderung hinreichend, daf} der elek-
tronische Anteil der Warmeleitfahigkeit klein gegen-
iiber der Isolator-Gitterleitfahigkeit ist !'. Eine wei-
tere notwendige Voraussetzung dafiir, dall das Tem-
peraturgefille quer zum Stab klein ist gegeniiber
demjenigen parallel zum Stab, ist, daB die Gitter-
leitfahigkeit nicht wesentlich durch dle Streuung der
thermischen Gitterwellen an freien Ladungstrigern
reduziert wird. Das trifft bei tiefen Temperaturen
nur fiir sehr reine Halbleiter zu !2.

Bemerkt sei noch, daf} sich als Folge der Voraus-
setzung isotroper Halbleiter keine Umkehreffekte im
Magnetfeld ergeben. In kristallinen, insbesondere
in nicht kubisch kristallisierenden Substanzen sind
im allgemeinen bei Beriicksichtigung der StoBzeit-
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und Bindungs-Anisotropie nach eingehenden Unter-
suchungen von Kourer '3 iiber die isothermen und
adiabatischen thermomagnetischen Effekte von Me-
tallen Umkehreffekte zu erwarten.

Im folgenden beschrianken wir uns auf die Dis-
kussion der isothermen Effekte, die entsprechenden
adiabatischen Groflen konnen nach (13) leicht er-
mittelt werden. Wir beginnen mit dem einfachen
Grenzfall 2 — ~ .

1. Die thermomagnetischen Effekte im lim /.= ~

In diesem Grenzfall vereinfachen sich die GIn.(11)
fir die F; erheblich, weil die Summen-Terme fort-
fallen. Mit (12) sind die isothermen Groflen gege-
ben durch:

, 1 ,
0= 0ot Ouem S M A (G KO 2 K Ky 4 B (0 KT 437 Ky Ko™,
3VaT ug (14)
3 K - s ( 1 -~ (T) K (6) (7)) K (6
B.=B: .18 g — 31:7 /4\9. “ K,® K, — K,® K,©) + 4y 1) (K, K, — K, 1\01))1_
4 N e 3VaT ug |

Dabei ist der Nenner NV = (K,'®)? 4 »2(K,®)2. Die in
Strenge giiltige Zerlegung der Effekte im lim 4= ~
in einen elektronischen und einen Gitter-Anteil hat
eine einfache physikalische Bedeutung. Die elekri-
schen Felder, die von der Driftbewegung der La-
dungstrager einerseits und von dem Einfluf} des
»phonon-drag® auf die Ladungstrager andererseits
herriihren, superponieren sich unabhingig voneinan-
der. Der Kopplungsparameter /Z ist in (11) nicht

enthalten, so daf} nach (8) der Leitungsmechanismus

a) Die elektronischen Anteile Q; . und B;_,

Gl. (11) liefert die elektronischen Anteile fiir be-
liebige j-Werte, weil der Grenziibergang 72— ~
hier gleichbedeutend mit {'"'— 0 (n=0), d. h. dem
Ubergang zum Gleichgewicht der thermischen Gitter-
wellen, N— N, , sein kann. Fiir starke und schwache
magnetische Felder konnen durch Entwicklung der
Parameterintegrale K, und K"’ nach y* bzw. 1/;2
die Effekte einfach belechnet werden. E\ ergibt sich
fiir schwache magnetische Felder,

ausschlieBlich durch die Driftterme bestimmt wird. rP<Ll; 2= (yp3)32<1:
C ¥ 7
0 G2 e 20 )
-0 B 3a k(1. . 2
e 16 e’ug‘ L (Ik‘l)"
Ry Y (o O ikal
R Y o (Y Al
o= p—4 1‘\\6)8(3 e ](‘),)l’
Aoy . M X ],(/ y (I‘("/ 2 '(%)_P(U)l
BT j024 6 M 6/ \r@e "ra, - 2 P
" Eine zusammenlassende Darstellune der bishericen Unter- (Phys. Rev. 79, 726 [1950]) sowie Frrrzscue und Lark-

suchungen iiber thermomagnetische Effekte an Halbleitern
findet man bei O.MapeLune, Handb. d. Physik, Bd. 22,
Berlin 1957.

In gedopten Ge- und Si-Einkristallen beeinflussen nach
experimentellen und theoretischen Untersuchungen von
Carrurners, GesaLLe. Rosexserc und Zimax (Proc. Roy.
Soc.. Lond. 238. 502 [1957]) auch die gebundenen La-
dungstriger die Warmeleitfahigkeit qualitativ in demsel-
ben Sinne wie freie Ladungstriager. Das gilt auch fiir den
Bereich der Stirbandleitung, in dem nach der klassischen
Vorstellung alle Ladungstriiger an Donatoren und Akzep-
toren gebunden sind. Seitdem von Huvxe und Griessmaxx

12

Horovitz (Physica 20, 834 [1954]) bei Temperaturen des
fliissigen Heliums noch ein ,normales” Leitfahigkeitsver-
halten (elektrische Leitfihigkeit, Havri-Effekt usw.) beob-
achtet worden ist, nimmt man — in Ubecreinsitmmung mit
quantenmechanischen Vorstellungen — an, dall die La-
dungstriager im Storband eine endliche Beweglichkeit ha-
ben. Danach ist auch eine endliche Thermokraft zu erwar-
ten, und wegen des grolen Streuquerschnittes der Ladungs-
trager fiir die thermischen Gitterschwingungen sollte nach
(25) ein deutlicher Unterschied zwischen adiabatischen
und isothermen Effekten zu messen sein.

13 M. Konrer, Ann. Phys., Lpz. 40, 601 [1941].
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fiir starke magnetische Felder, 2 > 1:

/

% ¢ 5 k
_.]Lm\Qi"'; eT 2 ¢’

 beliebig (14b)
]lm B;J.:O .

Nach (14 a,b) hangt das Vorzeichen der Thermo-
kraftanderung im Magnetfeld vom relativen Einfluf}
der einzelnen Streuprozesse ab. Dasselbe gilt fir den
ErrinesuauseN—NernsT-Koeffizienten im lim H =0.
Das Ergebnis (14 b). wonach in starken Feldern der
elektronische Anteil des Errincsaausen—Nernst-Ko-
effizienten gegen null geht, ist nicht auf diesen Spe-
zialfall beschrankt. Es gilt unabhéngig vom Streu-
mechanismus der Elektronen und Phononen auch
fur den gesamten ErrincsHausen—NEernstT-Koeffizien-
ten [s. auch (14 d)]. Dieses Resultat entspricht der
allgemeinen Aussage der Theorie der galvanomagne-
tischen Effekte iiber den Havri-Koeffizienten R. Da-
nach gilt unabhéngig vom Streumechanismus, vom
Entartungsgrad und von der speziellen Energieband-
anisotropie !*:

limR= 1

y—> 00

b) Die Gitter-Anteile Q; . und B; ,

Die Gitter-Anteile der thermomagnetischen Effekte
sind nach (14) nur dann von null verschieden, wenn
die thermischen Gitterschwingungen nicht im Gleich-
gewicht sind. Nur dann wird die mittlere Phononen-
weglinge (V' (T)==0. Bei endlicher Phononenweg-
linge 'V ist der Grenziibergang i~1/nl'" — ~
mit dem Grenziibergang n— 0 verknipft. Die Er-
gebnisse fur Q; . und B; .. die unter der Voraus-
setzung 2 — ~ berechnet worden sind, diirfen daher
nur auf sehr reine Halbleiter angewandt werden.
Das nahezu isotrope p-Germanium erlaubt die An-
wendung der Grenzwerte (14) von B; ., und Q; .
zur Diskussion von experimentellen Ergebnissen,
wenn die Storstellenkonzentration kleiner als 10 14
em™3 ist. Dann werden herunter bis zur Temperatur
des fliissigen Wasserstoffs die Ladungstrager fast
ausschlieflich an den thermischen Gitterschwingun-
gen gestreut 1>, Daher interessieren die Effekte im
lim 4= ~ nur fir f ~0. Mit =0 liefert die Ent-
wicklung der Parameterintegrale

14 J. A. Swaxson, Phys. Rev. 99, 1799 [1955] (Halbleiter) ;
M. Koncer, Ann. Phys., Lpz. 5, 99 [1950] (Metalle).

J. APPEL

fur schwache magnetische Felder,

o uyl) Y _=m
O (1)

12 <L]:

Uz ’ (14 ¢)
o (37 u, (1) L2 lla—32 a\]
Big= (T% l) 7 ‘1“ (3:!—8 4),'
fir starke magnetische Felder, 7> 1:
lim Q 32 uy (1)
e 9 Ty’ (14d)
lim B, .=0

In schwachen Feldern haben Q; . und B; . dasselbe
Vorzeichen wie die entsprechenden elektronischen
Anteile Q; . und B; . In starken Feldern betrégt die
maximale Thermokraftianderung 13,2%. Dieses Er-
gebnis fiir die Thermokraft in starken Feldern
stimmt genau mit dem Werte iberein, den Dorn?
mit dem verallgemeinerten KonLerschen Variations-
prinzip in erster Naherung fir den feldfreien Fall
erhalt.

2. Die thermomagnetischen Effekte fiir 251 .

Im oben diskutierten Grenzfall Z— ~ ist fiir die
Abweichung b;(¢) der Gitterwellen vom Gleich-
gewicht nur die mittlere Phononenwegldnge /) und
der Temperaturgradient maligebend. Der Einflul}
von Phononen — Elektronen-Stofen auf b; wurde als
vernachlassigbar klein angesehen. Bei hoheren Tem-
peraturen ist in nicht entarteten Halbleitern wie Ge
und Si oberhalb ~ 150 “°K diese Vernachlissigung
erlaubt, weil dann die mittlere Phononenweglénge
{'V) hinreichend klein ist (<1073 ecm). Nach tiefen
Temperaturen wird die Phononen — Phononen-Kopp-
lung schwacher, {'!" nimmt zu, weil die Anharmoni-
zitdten der Gitterkrafte geringer werden. Das hat zur
Folge, dall die Streuung von thermischen Gitter-
schwingungen an den elektrischen Ladungstrigern
mitbestimmend fiir die b; wird. Bei nicht zu hohen
Ladungstragerkonzentrationen berticksichtigen die
Summen iiber 1/Z in (8c. d) die durch StoBprozesse
Phononen — Elektronen induzierte Abweichung der
Gitterwellen vom Gleichgewicht. Der entsprechende
Einflu} auf die thermomagnetischen Effekte geht aus
(14) hervor, wenn von den K" jeweils die Summen
S, _5 subtrahiert werden [s. Gln. (11)]. So erhalt
man z. B. fur den Gitteranteil der isothermen Thermo-

kraft:

15 H. Scuuvrrz, Intern. Kolloquium iiber Halbleiter und Phos-
phore, Garmisch-Partenkirchen 1956.
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4
Qi.u=

B 3Va T ug

g (1) (K8 —S,) (Ko() —S5)

T 73Ky (8) —Sy) (Ko() —S,)

(Ko(®) —S1) 2+ 72 (Ko () —S,) 2

Einen entsprechenden Ausdruck liefert (9) fir Q; ..
4 Beide Grofien sind durch den Parameter 4 gekoppelt,

\\' ‘ T f
y 01 ‘ I

| also nicht unabhingig voneinander. Dasselbe gilt fiir
| den elektronischen und den Gitteranteil des Errincs-

qq\%~®‘ |

|
|
|
22 =) —Q M) -
S gl i | \
|

Abb. 2. Der Gitteranteil der Thermokraft fiir H=0 in Ab-
hédngigkeit von dem Kopplungsparameter

=448-10' (r'nf)% A
m uylM) n

uy 1) ist:

Mit Qf =
T ug
T —
o) o0 1136 1251 1,286
Qy
B2 0 0,01 1 6 10

QN -Q A=)
Q (A~ o)

1000

HAUSEN—NERNsT-Koeffizienten.

Die Ergebnisse fur den feldstarkefreien Fall H =0
sind in Abb. 2 und 3 dargestellt. Der Verlauf Q. (%)
mit abnehmendem /4 wird der Gitteranteil der
| Thermokraft kleiner — ist in qualitativer Uberein-
| stimmung mit unserem ersten Ergebnis (s. Anm. 7,

| S.420). Der quantitative Unterschied ist dadurch

verursacht, dal in der ersten Arbeit der Einflufl
iberschitzt worden ist, den die Streuung von Phono-
nen an freien Elektronen auf b,(g) hat.

Fir H + 0 sind die Ergebnisse in den Abb. 4 und 5
dargestellt. Zur Berechnung der Feldstiarkeabhingig-
keit von Q; und B; wurden fiir 2 2> 2 im allgemei-
nen die drei ersten Summenglieder beriicksichtigt.
Die Reihen konvergieren schneller als die geometri-
sche Reihe fiir —1/2, weil die entsprechenden Fak-
toren mit wachsendem Summationsindex » stark ab-
nehmen 1, Wir haben die Effekte fiir drei >-Werte

untersucht.

Bei alleiniger Streuung der Elektronen an den
thermischen Gitterschwingungen, f*=0, sind die
. Themokraftinderungen positiv und monotone Funk-
tionen von H . Je groler der Kopplungsparameter /

- ist, desto stidrker reduzieren die Stoflprozesse Pho-
nonen — Elektronen im Magnetfeld die Stérfunktio-
nen b; und desto weniger dndert sich daher der
Gitteranteil der Thermokraft mit H. Das Produkt

" vom ErrtincsnauseN—NEernst-Koeffizient und magne-

_ tischer Feldstdarke hat fiir beide Anteile ein ausge-

priagtes Maximum bei 1078 . H ~ 1. Nach hoheren
Feldstarken geht B; < H asymptotisch gegen null
(s. Anm. 4, Manuskript S. 70).

0,001

Unterliegen die Ladungstrager beiden Streumecha-
nismen gleichzeitig, f*=1, so ist im allgemeinen

Abb. 3. Der elektronische Anteil der Thermokraft fiir H=0
in Abhingigkeit von 4 (s. Abb. 2). Es ist:

Qe—Clel 2
p* 0

3,111
10

2,030 2,470 2,951
0,01 1 6

Fir 2 > 10 i ?;(“ S1<10-% fir A>1.

—)OO)

1000

ein Vorzeichenwechsel der Effekte im Magnetfeld zu
erwarten. Die Anderung der beiden Thermokraft-

16 Die Parameterintegrale K,(*) und K, () (v=1, 2, 3) wur-
den fiir n=0 bis 10, f2=0, 1,10 und y=0, %, 1, 2,4, 6, 10
an einer programmgesteuerten elektronischen Ziffernma-
schine (PERM Miinchen) berechnet. Die K (%) hiingen linear
von den K(%) ab, z.B. ist K,(n)=Ky(r+1)4[2 K (n—=3),
Das Entsprechende gilt fiir die L, und L, , die ebenfalls
numerisch berechnet worden sind.
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Beziiglich 4 <. Abb. 2.
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Abb. 5. Der elektronische Anteil von Thermokraftinderung
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anteile mit der magnetischen Feldstidrke kann in die-
sem Fall Extrem-Werte aufweisen. Die Feldstarke-
abhéngigkeit von B; ,xH und B; .~ H hat ein
Minimum vor und ein Maximum nach dem Null-
Durchgang (nicht zu stark dotierte Halbleiter). Die
Vorzeichenwechsel der Effekte verschieben sich mit
zunehmendem Anteil der Storstellenstreuung nach
kleineren magnetischen Feldstarken.

Uberwiegt die Streuung der Ladungstriger an
ionisierten Storatomen, ?=10, so haben sowohl
die Thermokraftinderungen als auch die Errincs-
HAUSEN—NERNsT-Koeffizienten das entgegengesetzte
Vorzeichen wie bei Die
Thermokréfte Q; . und Q; . nehmen mit zunehmen-
der Feldstarke ab, weil im Magnetfeld der Einflul}
der Storstellenstreuung auf den Leitungsmechanis-
mus grofer ist als im feldfreien Fall.

Fir den Errincsuausen—Nernst-Koeffizienten gilt

hohen Temperaturen.

im allgemeinen, unabhéngig von f:

1) .
B, .>B; .. wenn HT"h > 2 s :

Ug &

Zu bemerken ist, da} die qualitativen Ergebnisse
auch dann gelten, wenn zur Berechnung des Streu-
querschnittes fiir die Streuung von Elektronen an
ionisierten Storatomen ein abgeschirmtes CouLoms-
Potential angenommen wird. Die Abschirmung re-
duziert die [*-Werte.

3. Vergleich mit der Erfjahrung

Bis jetzt liegen nur wenig experimentelle Ergeb-
nisse iiber die thermomagnetischen Effekte an nicht-

17 M. C. StreLe. Phys. Rev. 107, 81 [1957].

'S J. Erpmaxy, Physiker-Tagung, Heidelberg 1957.

C. Herring u. T. H. GeBaLig, Bull. Amer. Phys. Soc. 1, 117
[1956]. Bei hiheren Temperaturen (7 > 150 °K) haben
Basuirov und Tsmi’kovskr (J. Techn. Phys. USSR 26,
2195 [1956]) den Errtinesnavsex—Nernst-Koeffizienten an
drei n-Ge- und zwei p-Ge-Proben (z. Tl. Einkristalle) ge-
messen.

Anm. b. d. Korr.: Ausfiihrliche Meflergebnisse iiber
die Temperatur- und Feldstarkeabhdngigkeit des Ertings-
navsex—NEerxst-Koeffizienten von p-Ge-Einkristallen sind
in neuester Zeit von I. V. Mocuax~. Ia. N. Osratsov u. T. V.
Kryvov (J. Techn. Phys. USSR 27, 242 [1957]) publiziert
worden. Der beobachtete Vorzeichenwechsel des Effektes
verschiebt sich mit abnehmender MefStemperatur nach klei-
neren Feldstirken. Dieser Befund ist in Ubereinstimmung
mit unseren Ergebnissen.

Zur Diskussion der experimentellen Ergebnisse von n-Ge
und n-Si ist eine Erweiterung unserer Untersuchungen auf
anisotrope Halbleiter notwendig. Im lim 2 — ~ — d.h.
die Bovrzmaxy-Gleichungen werden entkoppelt — konnen
nach der Methode, die AeLes und Mesoom (Phys. Rev. 95,
31 [1954]) zur Berechnung der galvanomagnetischen Ef-

1¢
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polaren Halbleitern vor. — An einem n-Ge-Ein-
kristall hat SteeLe'” die Thermokraftinderung
zwischen Zimmertemperatur und 78 K gemessen.
Erpymaxx 8 hat in einer ausfihrlichen Arbeit die
Thermokraftanderung von n- und p-leitenden Ge-
Einkristallen zwischen 20 “K und 90 °K unter-
sucht. Danach zeigt n-Ge eine starke Anisotropie der
Effekte im Magnetfeld, wihrend die Thermokraft-
anderung des p-Ge nahezu isotrop ist. Der Errtines-
HAUSEN—NERNsT-Koeffizient einer p-Ge-Probe wurde
von Herring und GesaLre!® in Abhingigkeit von
H und T gemessen *. Wegen der anisotropen Energie-
bandstruktur des n-Ge ist ein Vergleich mit der Er-
fahrung nur fir p-leitende Kristalle sinnvoll 2°.

In Abb. 6 ist die von Erpmany bei 80 “K gemes-
sene Thermokraftainderung eines reinen p-Ge-Ein-
kristalles aufgetragen. Wahrend sich die mit % =0
berechnete Thermokraftianderung in starken Feldern
nur wenig von der gemessenen unterscheidet, liegt in
schwachen Feldern eine deutliche Diskrepanz vor '
Sieht man von der geringen Bindungs- und Stofzeit-
anisotropie der Lochelektronen ab, so kommt als Ur-
sache dieser Differenz ein spezieller Zweibandmecha-
nismus in Frage. Der obere Rand des Valenzbandes
von Germanium ist entartet, so dal} sich bei K =0
zwei Béander bertihren. Die entsprechenden scheinba-
ren Massen sind m;= 0,042 m (leichte Lochelektro-
nen) und m, = 0,36 m (schwere Lochelektronen). Un-
ter der einfachen Annahme, dal} die Stromanteile der
leichten und schweren Lochelektronen unabhiingig
voneinander sind, haben WiLLarpson, Harmanx
und Beer?* die isothermen galvanomagnetischen

fekte von n-Ge und n-Si angewandt haben, die entsprechen-
den Ergebnisse fiir die thermomagnetischen Effekte ohne
Schwierigkeiten gefunden werden. Es ergeben sich fiir
Qi.c(H) und Qj.¢(H) bei mittleren Feldstirken dhnliche
Symmetrieverhiltnisse wie bei den galvanomagnetischen
Effekten. In starken magnetischen Feldern sind auch bei
Beriicksichtigung der Bindungsanisotropie die Effekte iso-
trop, d.h. die Sittigungswerte der Thermokraftanteile
hingen nicht von der Orientierung Kristall —Magnetfeld —
Temperaturgradient ab. Dieses Ergebnis stimmt nicht mit
dem experimentellen Befund am n-Ge iiberein (J. Erp-
maxy. Dissertation, Braunschweig 1958). Die Ursache die-
ser Diskrepanz sehen wir wie im Falle der galvanomagne-
tischen Effekte von n-Ge nicht in der Vernachldssigung der
Elektronenbahn-Quantisierung im Leitungshand. sondern
in der Stofizeit-Konzeption 7=1(E).

2t Der  elektronische Anteil der Thermokraftinderung

10Qi. ¢/Qe wurde mit —C/k T=8 berechnet. Als Beweg-

lichkeit der Lochelektronen wurde der Wert 4-10* cm2/Volt

sec zugrunde gelegt.

R. K. WiLLarpson. T. C. Harvaxy u. A. C. Beer. Phys. Rev.

96. 1512 [1954].
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I:fiekte berechnet. Sie finden mit n;/n,= 0,02 und
1e 1/ g, « = 8 quantitative Ubereinstimmung zwischen
der berechneten und der bei héheren Temperaturen
gemessenen H-Abhingigkeit des Harr-Koeffizienten.

0,002

Abb. 6. Vergleich der bei 80 “K an cinem p-Ge-Einkristall

gemessenen und der mit (2=0 berechneten Thermokraft-

dnderung fiir schwache und starke magnetische Felder.

-------- elektronischer Anteil. — — — — Gitteranteil der
berechneten Thermokraftinderung,.

.,2(
{s
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uy (1)
T g

) P (3.7
° 3

2
(7] oy 1
a= . C = !

Dabei ist ' 5
Os Os MUs

Ein Vergleich von (14) und (18) zeigt, dal} sich
fiir ny==0 (zwei Valenzbander) die Gitteranteile
von Thermokraft und Ertinesuausen—NernsT-Koeffi-
zient starker mit H andern als fiir nj=0 (ein Va-
lenzband). Dasselbe gilt fiir die elektronischen An-
teile. Im Falle des p-Ge ist mit geeigneten Werten
von « und ¢?*?? die Thermokraftanderung in schwa-
chen Feldern um einen Faktor 2 bis 3 grofler als
flir @ =c=0. Bei mittleren Feldstarken ist der Ein-
flul der leichten Lochelektronen nicht mehr so grof.

23 C. Gorpsere, E. N. Apans u. E. Davis, Phys. Rev. 99. 623
[1955] und nach freundlicher privater Mitteilung.
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Spater haben Gorpserc, Apams und Davis?* die
Streumechanismen der Lochelektronen genauer un-
tersucht. Die Autoren finden, dall bei 78 “K beide
StoBzeiten 7..; .~ E "t sind. Dieses Ergebnis ent-
spricht unserer Voraussetzung [, =const, die zur
Berechnung der gestorten Verteilungsfunktionen f
und N gemacht worden ist. Indem wir nach (8 a;
zwei Storfunktionen c¢; | und c; ¢ definieren, ist der
elektrische Strom gegeben durch:

o0

- / fo.x(y) ¢ (y) y* dy

R

(16)
fo.r=n (27 ag)™ exp(—y?).

Mit diesem einfachen Modell fiir den Zweiband-
mechanismus der Lochelektronen findet man die
modifizierten Ergebnisse durch die Substitution:

(K{J": 7‘5':14 5,]) )
(17)

'n :').I]-

(K§—

¢ ) ~( ' \ , 01
‘\n'ﬂ)“)(h()',l.)\'*‘sn r.'),s)T P

»(n y [ 7-(n v \ | ML O pr(n)
(AHI)’ ‘sn ')"’ ((]\0,.)\’7" ‘Sllf.-),\')A/ (I\(),‘l — A

Der Index s bedeutet z. B., dal} in allen Parametern,
die von Lochelektronen-Daten abhéngen, m™=m;
Uy = ltg . und n =ng zu setzen ist.

Zur Diskussion der experimentellen Ergebnisse
von Erpmann bei 80 “K kénnen wir uns auf den
Grenzfall /) ;— ~ ., }*=0 beschrianken. Dann ist
in schwachen Feldern, 7> < 1:

7
_ 4)
)l+(';.'):r—16
“1+a 3a2-—8

’

—Z): (18)

In starken Feldern bestimmen ausschliefilich
schweren Lochelektronen die Thermokraftinderung,
die Sattigungswerte sind unabhéngig von @ und c.
Daraus schlieffen wir, daf} die in starken Feldern bei
80 “K gefundene Differenz zwischen gemessener und
berechneter Thermokraftinderung (Abb. 6) durch
eine geringe Bindungs- und StofBzeitanisotropie der
schweren p-Elektronen verursacht wird. Damit steht
im Einklang, dal} am p-Ge eine endliche longitudinale
Widerstandsidnderung gemessen wird.

die

Noch empfindlicher als die Thermokraftinderung
hingt der Errinesmausen—Nernst-Koeffizient von
der Energiebandstruktur und der StoBlzeit ab. Mit
dem modifizierten isotropen Modell kénnen die Mel-
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ergebnisse am p-Ge von Herring und GeBALLE in
schwachen Feldern gedeutet werden. Die Lage der
beobachteten Minima von B(H,T =const) sollte
weiteren Aufschluf} iber die Parameter a und c lie-
fern. Der schon bei 103 °K beobachtete Vorzeichen-
wechsel von B kann im Rahmen eines isotropen Ein-
oder Mehrbiandermodelles nur durch den EinfluB
der Storstellenstreuung, d. h. f? + 0, erklirt werden.
Im anderen Fall, /=0, kann man im lim 1= ~
an Hand der Scawarzschen Ungleichheit

(/hgdy >—§ (1/'112 dy>< [ dy>
\ 0 0 “]

und (14), (17) leicht zeigen, dall bei beliebigen
v« 1-Werten

1 h

Wi=Wj ¢+ Wjg= -~ .
d L PET 6 A mE

{2 /oofo(y)
0

C;

[,(:) :24/(6511/,,’.;/]'1/{]'_ 1) (l _e'fhuﬂz,’l/a /.'T)'

kO Va
h u,

und geht bei kleinen Ausbreitungsvektoren q in b;(z)

tiber. Die Wirmeleitfahigkeit setzt sich im Rahmen

b/ (z) ist der Storanteil von N fiir z < z,,,, =

unserer Niherung (A< 1) aus einem elektronischen
und einem Gitteranteil zusammen, die im allgemei-
nen durch den Kopplungsparameter 4 miteinander
verkniipft sind. Nur im lim 2= ~ sind wj . und
w; . unabhéngig voneinander. Der elektronische An-
teil spielt bei tiefen Temperaturen (T <300 °K)
eine untergeordnete Rolle. Daher beschridnken wir
uns bei der Diskussion der elektronischen Warme-
leitfahigkeit %, auf die wichtigsten Punkte.

1. Der elektronische Anteil der Wirmeleitfahigkeit

Mit den nach (8) bekannten Storfunktionen c;
kann . ; leicht explizit berechnet werden. Fiir
grofle /Z ergibt sich im feldfreien Fall H =0:

By L 0
Ho= Mg |, | Ko —Kg;)

20
4wyl S

3Va T ug

(9)
0

(-

Der erste Term in der eckigen Klammer entspricht
der durch T-Gradient und Thermokraftfeld induzier-
ten elektronischen Warmeleitfahigkeit eines Storstel-
lenhalbleiters fiir N =N, . Der zweite, positive Term

2

J. APPEL

(K. + a kD) (K. + ol K

(6 6 7 7
> (K2 + a ) (K + o K
S

ist. Daraus folgt: B .<0.

Dasselbe gilt fiir B; (/2 =0).

I1I. Die Warmeleitfihigkeit

Die x;-Komponente (j=1,2) der Warmestrom-
dichte ist unter der eingangs genannten Vorausset-
zung tiber die Orientierung von Magnetfeld (x;-
Richtung) und 7-Gradient (2, —x,-Ebene) gegeben
durch:

Zmax E
(y) y®dy + m; ;"; /F(z) bj (z) dz | ,

0 (19)

beriicksichtigt den Einfluf} des Gitters ({'VV £0). Es
ist nach (20):

2 (N =Ny) < #.(N£N,)

unabhingig von f?.
Im Magnetfeld nimmt . ; mit zunehmender Feld-
stairke H monoton ab. In starken Feldern gilt bei
beliebigen A-Werten:

lim #, ;=0.

H— o
Die Elektronen selbst liefern keinen Beitrag mehr zum
Energietransport. Als Streuzentren beeinflussen sie
jedoch, wie im folgenden gezeigt wird, den Energie-
transport durch die thermischen Gitterschwingungen
auch in starken Feldern.

2. Der Gitteranteil der Wirmeleitfihigkeit

Die Gitteranteile . ; konnen nur ndherungsweise
berechnet werden, denn die freie Weglange Iy, (z, T)
ist wegen der groflen mathematischen Schwierigkei-
ten, die bei der Auflésung der BoLrzmany-Gleichungen
fiir die Phononen auftreten, bis jetzt nicht bekannt.
Zur nidherungsweisen Berechnung von . ; zer-
legen wir das Desvesche Spektrum in zwei Bereiche,
0 <:z<z und z; £ z < 7,5, denen die mittleren
Phononenweglingen (' (T) und {®'(T) zugeordnet
werden, In der Wahl von z; liegt eine gewisse Will-
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kir, die jedoch dadurch eingeschriankt wird, dal
sich der Energieaustausch bei Stofiprozessen in einem
nichtentarteten Elektronengas im Energiebereich eini-
ger kT abspielt. z; hat somit die Grolenordnung
y=K/Va=1V3/2. Die Abweichung b, (z) der Gitter-
wellen vom thermischen Gleichgewicht kann nur im
Wertebereich z <z, durch Stolprozesse Phononen —
Elektronen wesentlich beeinflult werden. Im kurz-
welligen Bereich z>z; wird b, (z) und damit auch
#g. ; fast ausschliefilich durch die Kopplung der Git-

terwellen untereinander, d. h. I$)(T) bestimmt. Ver-

T 1
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nachldssigen wir die Stoprozesse der wenigen ener-
giereichen Elektronen, so ist der Gitteranteil der
Wérmestromdichte gegeben durch:

©0)

wg,j:w‘.'./'féws:,i (21)
Dabei sind die
wil=wg j(N=No) = s ugce1® 20, (212)
2

Komponenten des Warmestromes in einem Isolator.

; 0
Die wL; werden durch StoBprozesse Phononen —
Elektronen in einem (Halb-)Leiter reduziert um:

. . hlt (1 '/
(SZUg.jlia(SAg_jla‘Tl*(SA, j2 aj_, 6‘[3 ATa /‘b ( )+ 0 i( )(]~
0
& 1 ET \1(; ) r‘(: ) h""l\])aTLZexp y+2 & ,/-(’(y)}/d?/ /21}))
= T s R P 5 ) o 3 (“max T dx; T 20 ) j s {
Dabei ist nach (9) der Mittelwertsatz angewandt frither gezeigt wurde (s. Anm.7, S.424), die Iso-

und fir F(z) ist die Naherung fiir kleine z einge-
setzt,

Im feldfreien Fall ist mit ° =0 und 4> 1:

2 > ")
Oxe 11 (H=0) = 0x, = B 71‘1/(4 . (ug 11)2,

(22)

Diese Korrektur gilt ndaherungsweise auch fiir 52> 0,
denn die relativen Anteile der Elektronen-StoBpro-
zesse sind nahezu unabhingig von den relativen An-

teilen der Phononen-Stolprozesse. 0x, kann, wie

015

)(—61

005

Abb. 7. Die relative Anderung der Wirmeleitfahigkeitskorrek-
tur als Funktion der magnetischen Feldstirke. Beziiglich y, /2
und / s. Abb. 2 und 4.

! tional zu (3T/3x,) [ (3T /x,)

lator-Gitterleitfahigkeit erheblich reduzieren.

Die relative Anderung der isothermen Wirmeleit-
fahigkeitskorrektur im Magnetfeld ist in Abb. 7 dar-
gestellt. Fiir =0 ist die Anderung positiv,
es gilt

und

lim 0, ;;=1.128 0x, .
H—~
Danach sollte unter optimalen Bedingungen — schwach
dotierte Halbleiter (0%, ~ n), tiefe Temperaturen
(? ~0) — eine Warmeleitfahigkeitsinderung in der
Groflenordnung von 1% meBbar sein.

3. Isotherme und adiabatische Effekte

Der Wirmeleitfahigkeits-Tensor eines Storstellen-
halbleiters hat nach (21) die Form

(xg(ﬂ) —0xg, 12+ze,12‘)

—0xg 2040 22/

— g 11+ e, 11
—0xg, 21+ ¢, 21

#g(©) (22
Der Tensor ist symmetrisch, das folgt sofort aus den
allgemeinen Voraussetzungen:
flachen, StoBzeitisotropie.

sphérische Energie-

Die Differenz zwischen isothermen und adiabati-
schen Effekten (37/3x, =0 bzw. w,—0) ist propor-
. Nach (24) ist:

02, 21— %e,21
#g(0) =g 9242002

07T /ox,

T/ox, (25)

Danach ist der Unterschied zwischen isothermen und
adiabatischen Effekten vernachlassigbar.
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oT/dx, <€ 3T/3x, ,

wenn

a) der elektronische Anteil der Wirmeleitfihigkeit
klein gegeniiber der Isolator-Gitterleitfahigkeit
ist, #. ;; < #,", und diese nicht wesentlich durch
die Streuung von Phononen und Elektronen re-
duziert wird, 0%, ;; < =,

b) die Effekte in starken magnetischen Feldern un-
tersucht werden. Im lim H = ~
Ze.ij und O, ;; fiir 4.

In nichtentarteten Halbleitern betrdgt bei tiefen
Temperaturen der elektronische Anteil der Wirme-
leitfihigkeit weniger als 1% der Isolator-Gitterleit-
fahigkeit. Dagegen ist 0%, ;; nun in den reinen

verschwinden

H. WEYERER

Halbleitern (n <10 ecm ™ 2) wesentlich kleiner als
#,". In dotierten Halbleitern sollte 3, durch
Streuung von Phononen an Elektronen mefBbar re-
duziert werden und nach Maligabe dieser Reduktion
eine transversale Temperaturdifferenz auftreten, so-
fern die thermomagnetischen Effekte, wie es im all-
gemeinen der Fall ist, adiabatisch gemessen werden.

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Teil der quan-
titativen Ergebnisse mit einer programmgesteuerten
elektronischen Ziffernmaschine (PERM, T.H. Miinchen)
berechnet. Fiir die Anleitung zum Programmieren der
Parameterintegrale K,"', K,") und fiir die freundliche
Hilfe bei der Durchfithrung der Rechnungen mochte ich
den Herren Priv.-Doz. Dr. Bauer, Dr. SameLsox und
insbesondere Dr. Scuecuer aufrichtig danken.

Nicht-Supraleiter bei tiefen Temperaturen

Von Hermany WEYERER

(Z. Naturforschg. 13 a, 402

104 [1958] ;: eingegangen am 13. Mirz 1958)

Ausgehend von Uberlegungen zur Supraleitung 2 wird das Elektronenpaarmodell 22 auch zur Erkli-
rung einiger Erscheinungen von Nicht-Supraleitern bei tiefen Temperaturen verwendet. Die Wider-
standsanomalien finden hierbei eine qualitative Deutung; die zu einem Wiederanstieg des elektrischen

Widerstandes fiihrenden Beimengungen werden in Ubereinstimmung mit dem Experiment festgelegt
die Grenze zur Supraleitung hin aufgezeigt. Auf Grund von MefBergebnissen ® erscheint es moglich

)

’

die Ferromagnetika, welche ja bereits als Beimengungen zu einem Nicht-Supraleiter die Minimum-
anomalien herbeifiihren, unter sehr speziellen Bedingungen zu einer Supraleitung zu veranlassen.

Die Vermutung, daBl die Supraleitung mit den
Widerstandsanomalien von Nicht-Supraleitern bei
tiefen Temperaturen irgendwie zusammenhingen
konnte, wurde schon mehrmals geduflert!. Im An-
schlul an den Deutungsversuch der Supraleitung
durch ein Elektronenpaarmodell ? tritt nun die Frage
auf, ob sich dieses Modell auch hier sinngemaf} an-
wenden laft. Weil der plotzliche Widerstandsabfall
im Supraleiter erst nach Uberschreiten der kritischen
Elektronenpaar-Dichte n,(cm™3) eintritt, ist sofort
der Hinweis gegeben, daf} diese Grenzzahl n, bei
den im normalleitenden Zustand verharrenden Me-
tallen nicht erreicht sein konnte. Gestiitzt wird diese
Vermutung u. a. dadurch, dal} die Alkalimetalle und
Edelmetalle (groBer Reinheit), welche kein Wider-
standsminimum ausbilden!, bis zu Temperaturen
von mindestens 0,1 “K herab auch keine Supraeigen-
schaften zeigen. Dal} andererseits eine Tendenz zur

* Braunschweig, Bundesallee 100.
1 D. K. C. Macpoxarp, Hdb. Phys. 14. 152 ff. u. 188 ff. [1956].

Supraleitung hin besteht, darf z. B. aus dem gemes-
senen Abfall der spezifischen Wirme geschlossen
werden: An Ag wurde oberhalb 7'~4 “K eine breite
Ubergangskurve beobachtet3. Man kann sie als
unterdriicktes und verbreitertes ,,Sprungintervall“
auffassen, bei welchem also der Lawinenmechanis-
mus des Phasentiberganges Normalphase — Supra-
phase ausbleibt. Auch andere Erscheinungen, wie
z. B. die Abschwichung der Temperaturabhingig-
keit des elektrischen Widerstandes im Bereich tiefer
Temperaturen konnen in diesem Sinn gedeutet wer-
den.

Widerstandsminimum

Wahrend sich der elektrische Widerstand bei Pro-
ben aus Ag und Au (vielleicht auch Cu, Mg, Ni),

falls sie in einem Zustand groBen Reinheitsgrades

H. Weverer, Z. Naturforschg. 13 a, 286 [1958].
Es wurde in der bereits zitierten Arbeit * entwickelt.
W. H. Keesom u. J. A. Kok, Physica 1. 770 [1934].
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